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Дорогие Друзья!

Вашему вниманию в данном релизе представлены 18 оригинальных задач
трех уровней сложности – «Новичок» (уровень А), «Знаток» (уровень B)
и «Профи» (уровень С). Задачи составлены в соответствии с Перечнем

вопросов, рекомендуемых Центральной предметной методической ко-

миссией Всероссийской Олимпиады школьников по астрономии для под-
готовки обучающихся 8-9 классов к решению задач заключительного

этапа Олимпиады.

При использовании материалов релиза ссылка на

документ обязательна!

Ссылка: «Условия и решения конкурсных задач заочной олимпиады по

астрономии SAMRAS-2019 среди обучающихся 8-9 классов. Тур № 2». –

https://sites.google.com/site/samrasolimp/solutions

Автор задач – Филиппов Юрий Петрович , научный руководитель
школы, методист СДДЮТ, к.ф.-м.н., доцент кафедры общей и теорети-
ческой физики Самарского национального исследовательского универси-
тета им. академика С.П. Королева.

Верстка в системе LATEX – Филиппов Ю.П., Белозерская Л.Н.

Памятка участника SamRAS-2019

1. Официальный сайт Астрошколы :
https://sites.google.com/site/samrasolimp/

2. Официальная группа в VK :
http://vk.com/samrasolimp

3. Сроки подачи работ SamRAS-2019 тура № 2 на проверку :
15.02.2019-15.05.2019!!!

4. Электронный ящик SamRAS-2019:

samrasolimp@mail.ru

5. Руководство зарегистрированного участника заочной олим-

пиады по астрономии SamRAS-2019 :

https://sites.google.com/site/samrasolimp/maindocs

или
https://vk.com/doc-57032141_451699934
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Дорогие Друзья!

Прежде чем приступить к решению задач и оформлению
отчета участника заочной олимпиады SamRAS-2019,

внимательно ознакомьтесь с «Руководством

зарегистрированного участника заочной олимпиады по
астрономии SamRAS-2019»! Электронный адрес последнего

указан в Памятке участника.

Уровень «Новичок» (уровень А)
Задача № 1. «Замечательная точка небосвода»

Какая точка небосвода занимает наивысшее положение над горизонтом?
Полюсом какого большого круга небесной сферы она является? Чему равно
склонение звезды, которая кульминирует в этой точке? (3 балла).

Задача № 2. «Видна - не видна»

Как известно, у молодой или старой Луны неосвещенная Солнцем часть
поверхности видна в пепельном свете. А во время солнечного затмения неосве-
щенная Солнцем часть вовсе не видна. Объясните столь разительное отличие
наблюдаемых картин. (3 балла).

Задача № 3. «Полосатый Юпитер»

Чем обусловлены оранжевый цвет

Рис. 1: фотография Юпитера, полученная в
момент прохождения по его диску спутника.

и полосатая структура "поверхности"
Юпитера (см. рис. 1)? Что представ-
ляет собой Большое красное пятно
на Юпитере? Какое количество лет
оно наблюдается с Земли? (3 балла).

Задача № 4. «"Туманность Ан-

дромеды" и двойная звезда»

В научно-фантастическом романе
Ефремова И.А. «Туманность Андро-
меды» эта физически двойная звезда
упоминается как «красавица – двой-
ная звезда». Здесь же сказано, что
эта звезда находится на почти таком
же расстоянии от Земли, как и одна
из звезд летнего треугольника. О какой звезде шла речь в романе? Что вы
можете сказать о цветах ее видимых компонент? Какое угловое расстояние
между ее видимыми компонентами сегодня? В какие инструменты ее можно
увидеть как двойную систему? (4 балла).
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Условия задач олимпиады SAMRAS-2019: тур № 2, 8-9 классы 5

Задача № 5. «Солнечное затмение»

На рис. 2 представлена серия фотографий затмения Солнца. Какой вид
затмения запечатлен на фотографии? Оцените максимальную величину фазы
затмения Солнца. (4 балла).

Рис. 2: серия фотографий солнечного затмения.

Задача № 6. «Тень спутника на Юпитере»

Оцените планетоцентрическую (аналог географической) широту геомет-
рического центра тени спутника (черный кружок на диске гиганта), прохо-
дящего по диску материнской планеты. (5 баллов).

Уровень «Знаток» (уровень B)
Задача № 7. «Монумент ракеты-носителя "Союз" и длина его

тени»

В Самаре, в честь юбилея полета Юрия Гагарина в космос, установлен
Монумент ракета-носитель "Союз" музейно-выставочного центра "Самара
Космическая". Высота ракеты составляет 65 м, а диаметр ее цилиндриче-
ской части – корпуса – D = 3.0 м. В какой день года, длина тени, от-
брасываемой ракетой в ясный полдень, будет минимальной? Максимальной?
Определите соответствующие значения длины тени. Широта г. Самары равна
ϕ = 53◦12′. (6 баллов).

Самарская областная астрономическая школа – 2019 (SAMRAS-2019)



Условия задач олимпиады SAMRAS-2019: тур № 2, 8-9 классы 6

Задача № 8. «Продолжительность солнечного затмения»

С использованием серии фотографий солнечного затмения, представлен-
ных на рис. 2, оцените его полную продолжительность. Собственным движе-
нием Солнца в течение затмения в направлении, перпендикулярном лунному,
следует пренебречь. (7 баллов).

Задача № 9. «Прохождение неизвестного спутника по диску ма-

теринской планеты»

Астрономом-любителем получена фотография (см. рис. 1) прохождения
одного из галилеевых спутников по диску Юпитера. Используя лишь образ
тени спутника (черный кружок на диске гиганта) определите, какой именно
спутник запечатлен на фотографии? (8 баллов).

Задача № 10. «Третий обобщенный закон Кеплера для двух пар

тел»

С использованием второго закона Ньютона и закона всемирного тяготения,
докажите, что для двух пар гравитирующих тел с массами (M1, M2) и (M3,
M4), движущихся вокруг их центров масс, по круговым орбитам, с периодами
T1 и T2, и удаленных друг от друга на расстояния a1 и a2 соответственно,
справедлив третий обобщенный закон Кеплера в виде:

(M1 + M2)T
2
1

(M3 + M4)T 2
2

=
a3

1

a3
2

. (1)

Предположим, что второй парой тел является система «Солнце-Земля» с пе-
риодом T⊕ = 1 год, и большой полуосью относительного движения a⊕ =
1 а.е., а первой парой тел является двойная звезда. Полагая, что массы звезд
выражаются в массах Солнца, период обращения в годах, а расстояние a1 –
в а.е., докажите, что закон (11) можно записать в виде:

M̃1 + M̃2 =
ã3

T̃ 2
, (2)

здесь знаком «∼» отмечены безразмерные величины, соответствующие раз-
мерным, в указанных выше единицах. (8 баллов).

Задача № 11. «Транзит небесного тела»

На рис. 3 представлена фотография транзита небесного тела по диску
Солнца. Определите, какое именно тело испытало транзит? Свою точку зре-
ния обоснуйте строго математически. (9 баллов).

Задача № 12. «Расстояния до небесного тела и время транзита»

С использованием рис. 3, оцените а) геоцентрическое и гелиоцентрическое
расстояния до данного небесного тела; б) время транзита небесного тела по
диску Солнца (см. рис. 3), если известно, что данное тело двигалось парал-
лельно нижней горизонтальной границе рисунка, слева направо. (10 баллов).
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Рис. 3: фотография транзита небесного тела по диску Солнца.

Уровень «Профи» (уровень C)
Задача № 13. «Знаки зодиака и движение Солнца»

В астрологии и сегодня актив-

Рис. 4: созвездие Рыбы и положение эклиптики.

но используются знаки зодиака –
это 12 одинаковых секторов небес-
ной сферы, с вершинами в полю-
сах эклиптики, каждый протяжен-
ностью 30◦ вдоль эклиптики. На-
хождение небесного тела в том или
ином знаке зодиака определяет-
ся лишь его эклиптической долго-
той. Началом зодиакального кру-
га считается точка весеннего рав-
ноденствия (�), а первым знаком
зодиака, тот знак, в котором на-
ходится эта точка. Далее, знаки
следуют по ходу годового движе-
ния Солнца. Классическая зодиа-
кальная система складывалась много лет тому назад, когда точка весеннего
равноденствия находилась в созвездии Овна (в настоящее время она нахо-
дится в созвездии Рыбы, см. рис. 4), и зодиакальные знаки были названы по
находившимся в соответствующих секторах созвездиям. Фактически, в эпоху
Овна понятия зодиакального созвездия и знака не различались. В настоящее

Самарская областная астрономическая школа – 2019 (SAMRAS-2019)
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время Солнце попадает в определенный знак Зодиака на 2÷5 недель раньше,
чем доберется до одноименного созвездия. Ответьте на следующие вопросы:

1. Какая главная причина сдвига знаков Зодиака относительно созвездий?
В чем суть данного явления? (1 балл).

2. Оцените даты начала и окончания эпохи Овна, в рамках которой форми-
ровалась классическая зодиакальная система, если скорость движения
точки весны по эклиптике составляет ω� = 50.25′′/год? (3 балла).

3. Современные созвездия – это участки небесной сферы со всеми проеци-
рующимися на него, с точки зрения земного наблюдателя, небесными
объектами. Современные астрономы делят все небо на 88 созвездий,
границы между которыми проведены в виде ломаных линий по дугам
небесных параллелей и кругов склонения в системе экваториальных ко-
ординат эпохи 1875 года. Определите, чему равно смещение современной
сетки экваториальных координат (вдоль экватора) относительно границ
созвездий? (2 балла).

4. Определите максимальные значения отклонений (в сторону больших или
меньших значений) продолжительности пребывания Солнца в знаке зо-
диака от продолжительности его пребывания в соответствующем созвез-
дии? (2 балла).

5. В каком знаке зодиака Солнце пребывает наибольшее время, а в каком –
наименьшее? Оцените отношения соответствующих времен. (3 балла).

Задача № 14. «Полет к экзопланете и определение ее массовой

плотности»

Космический корабль будущего был направлен к вновь открытой экзо-
планете. При подлете к ней было обнаружено, что планета движется (период
этого движения не известен!) вокруг центральной звезды по круговой орби-
те, радиус которой в χ раз больше радиуса планеты, при этом планета все-
гда ориентирована одной стороной на центральное светило. Корабль вышел
на круговую экваториальную орбиту вокруг планеты. При каком отношении
масс звезды и планеты (x = M∗/Mp) космонавты, используя только бор-
товые часы, смогут определить среднюю массовую плотность экзопланеты
максимально точно? (12 баллов).

Задача № 15. «Особенности солнечных и лунных затмений»

Одними из самых впечатляющих и запоминающихся астрономических яв-
лений являются солнечные и лунные затмения.

1. Как известно, солнечное затмение наблюдается в фазе новолуния, а лун-
ное – в фазе полнолуния. Почему не в каждое новолуние и полнолуние
происходят данные затмения? (1 балл).

Самарская областная астрономическая школа – 2019 (SAMRAS-2019)
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2. Что такое сарос? Сколько затмений и какие именно наблюдаются здесь?
Чему равно отношение количеств данных затмений? Обоснуйте это от-
ношение строго математически. (3 балла).

3. Какое затмение, солнечное или лунное, можно чаще наблюдать с данной
точки поверхности Земли? Почему? Свой ответ обоснуйте строго мате-
матически. (2 балла).

4. Что такое частное солнечное затмение? Полное? В какое время года наи-
более часто наблюдаются полные солнечные затмения? Чему равна мак-
симальная фаза такого затмения? (3 балла).

5. Что такое кольцевое затмение? В какое время года этот вид затмения
наиболее часто наблюдается? Чему равна минимальная фаза такого за-
тмения? (2 балла).

6. Почему самые продолжительные затмения наблюдаются в тропическом
поясе? (2 балла).

Задача № 16. «Спектр быстро вращающейся планеты»

В спектрограф наблюдают за быстро вращающейся планетой, при этом
щель спектрографа ширины h ориентирована вдоль ее экватора. Ее спектр
представляется серией наклонных прямых линий.

1. Дайте развернутое объяснение данному факту. (1 балл).

2. Определите скорость экваториальных точек поверхности планеты, если
известны для некоторой линии угол α ее наклона к экватору планеты и
соответствующая лабораторная длина λ0 волны. (4 балл).

3. Определите также период осевого вращения планеты, если известен эк-
ваториальный параллакс планеты p0 и ее угловой радиус ρ. (4 балла).

4. Как зависит тангенс угла α наклона линии от длины волны? Для каких
длин волн данный угол измерять проще? (2 балла).

5. Оцените массу планеты, если известно, что состояние последней близко
к нарушению ее ротационной устойчивости. (2 балла).

Задача № 17. «Максимальные высоты гор на поверхностях пла-

нет земной группы»

Как известно, на поверхностях всех планет земной группы существует одна
из самых привлекательных форм рельефа – горы. Значения их максимальных
высот представлены в таблице 3. Известно, что доминирующим материалом,
составляющим горные массивы, являются базальтовые породы, плотность
которых может быть заключена в интервале:

2400 кг/м3 ≤ ρ ≤ 3100 кг/м3. (3)

При этом, для данных пород механическое напряжение на разрыв принадле-
жит интервалу:

250 МПа ≤ pmax ≤ 500 МПа. (4)

Самарская областная астрономическая школа – 2019 (SAMRAS-2019)
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Планета Меркурий Венера Земля Марс
Гора – Максвелла Мауна-Кеа Олимп
hexp, км 4.5 11 10.2 26

Таблица 1: планеты земной группы, их самые высокие горы и значения высоты hexp.

1. Определите области допустимых значений (hmin, hmax) для максималь-
ной высоты гор на поверхности планет земной группы. Согласуются ли
данные наблюдений с полученными интервалами? (4 баллов).

2. Введем новый безразмерный параметр β, определяемый выражением ви-
да:

β =
hexp − hmin

hmax − hmin
. (5)

Указанный параметр характеризует положение экспериментально на-
блюдаемого значения hexp относительно вычисленных границ интерва-
ла hmax, hmin. Вычислите данный параметр для каждой планеты. Какая
тенденция просматривается в поведении β при переходе от Меркурия к
Марсу? Дайте ей объяснение. (3 баллов).

3. Полагая, что самые высокие горы имеют форму конуса, оцените мини-
мально возможный радиус их основания, если известно, что среднее зна-
чение коэффициента трения между частицами горных пород составляет
µ = 0.7. (3 балла).

4. Определите области допустимых значений для минимальной массы этих
гор. (4 балла).

Задача № 18. «Свойства звезды 59 Девы и экзопланеты GJ 504b»

В 2011 году на обсерватории Кека (остров Гавайи, США) были впервые по-
лучены снимки газового гиганта GJ 504b (см. рис. 5), масса которого в четы-
ре раза больше массы Юпитера. Гелиоцентрическое расстояние материнской
звезды (59 Девы или GJ 504) составляет r∗ = 57.27 св. лет. Ее масса, радиус и
температура поверхности равны соответственно M∗ = 1.2 M⊙, R∗ = 1.36 R⊙,
T∗ = 6205 К. Определите,

1. Радиус круговой орбиты (в предположении, что последняя лежит в кар-
тинной плоскости) экзопланеты и период ее обращения вокруг центра
масс системы "звезда-планета". (3 балла).

2. Среднюю массовую плотность, ускорение свободного падения, первую
и вторую космическую скорости у поверхности материнской звезды, в
терминах соответствующих солнечных величин. (4 балла).

3. Среднюю массовую плотность, ускорение свободного падения, первую и
вторую космическую скорости у поверхности GJ 504b, в терминах соот-
ветствующих величин Юпитера. Радиус экзопланеты Rp = 0.96 RJ , где
RJ – радиус Юпитера. (4 балла).
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Рис. 5: фотография звезды 59 Девы и ее окрестностей (вместе с планетой-гигантом GJ
504b).

4. Во сколько раз мощность собственного источника внутренней энергии
больше полного потока излучения, получаемого экзопланетой от цен-
трального светила, если эффективная температура поверхности экзо-
планеты оценивается в Tp = 544 К? Считать сферическое альбедо по-
верхности экзопланеты, равным AP = 0.50. (2 балла).

5. Радиус сферы Роша для экзопланеты, пребывающей в гравитационном
поле центрального светила. Существует ли опасность для экзопланеты –
быть разрушенной приливными силами материнской звезды? (2 балла).
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Уровень «Новичок» (уровень А)
Задача № 1. «Замечательная точка небосвода»

Решение. Наивысшее положение над горизонтом занимает зенит (z). Его
высота hz = 90◦. Данная точка является полюсом математического горизон-

та, поскольку отстоит от всех точек данного круга на 90◦. Если звезда куль-
минирует в зените, то ее высота в этот момент h∗ = hz = 90◦. Воспользуемся
формулой для высоты светила в верхней кульминации:

h = 90◦ − ϕ + δ = h∗, ⇒ δ∗ = ϕ, (6)

здесь ϕ – астрономическая (географическая) широта места наблюдения. Т.о.,
склонение звезды (δ∗) равно широте места наблюдения. Следует отметить,
что на этом факте основан один из способов определения широты места на-
блюдения.

Ответ: зенит; математический горизонт; склонение определяется фор-
мулой (6). (3 балла).

Задача № 2. «Видна - не видна»

Решение. Главной причиной этого отличия является существенное раз-
личие разностей яркостей фона небосвода и неосвещенной части поверхности
Луны. Наблюдение Луны и ее неосвещенной части возможно лишь в течении
астрономических сумерек или ночью, когда яркость фона небосвода сопоста-
вима с яркостью неосвещенной части (т.е. разность их яркостей мала).

В момент солнечного затмения, несмотря на покрытие Солнца диском Лу-
ны фон прилежающей части небосвода остается очень ярким, во много раз
ярче неосвещенной части поверхности Луны (т.е. разность их яркостей вели-
ка). Большинство приемников излучения, в том числе и человеческий глаз
ориентируется на более яркие источники излучения, в свете которых более
тусклые источники света видятся (почти) черными, поэтому поверхность Лу-
ны не видна.

Ответ: причина отличия – существенное различие разностей поверх-
ностных яркостей фона и неосвещенной части Луны. (3 балла).

Задача № 3. «Полосатый Юпитер»

Решение. Как показывают исследования, цвет Юпитера преимуществен-
но оранжевый, что обусловлено постоянным присутствием в атмосфере обла-
ков из кристаллов гидросульфида аммония. Белые области видимого диска
обусловлены рассеянием солнечного света на облаках из аммиака.

Поскольку Юпитер обладает собственным мощным источником тепловой
энергии (гравитационное сжатие планеты), который порождает мощные ат-
мосферные конвективные потоки и ураганы, то последние поднимают из глу-
бин соединения серы с фосфором, что приводит к появлению коричневых и
красных пятен.
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Из-за наличия собственного мощного источника энергии в атмосфере ги-
ганта дуют сильные ветры, а быстрое вращение планеты задает их направ-
ление движения – параллельно экватору. Облака различного химического
состава движущиеся параллельно экватору задают полосатую структуру ат-
мосферы Юпитера.

Большое красное пятно на Юпитере – это крупнейший ураган, бушующий
в атмосфере планеты и существующий, согласно наземным наблюдениям, не
менее 350 лет. Его размеры составляют 24 ÷ 40 тысяч км в длину и 12 ÷ 14

тысяч км в ширину, что существенно больше размеров Земли. Размеры пятна
постоянно меняются, общая тенденция – к уменьшению. (3 балла).

Задача № 4. «"Туманность Андромеды" и двойная звезда»

Решение. В научно – фантастическом романе Ефремова И.А. шла речь о
β Лебедя или Альбирео. Эту звезду многие астрономы считают самой краси-
вой визуально двойной звездой. Альбирео представляет собой пару компонен-
тов, разделенных угловым расстоянием d′′ = 35′′. Цвета компонентов сильно
разнятся: у более яркой компоненты (m1 = 3.4m) цвет ярко оранжевый, по
светимости она относится к классу гигантов, а по спектру – к классу К. Более
тусклый компонент имеет голубой (бирюзовый) цвет (m2 = 5.1m). Последняя
звезда является карликом главной последовательности, спектрального клас-
са B9.

Указанное угловое расстояние между компонентами меньше разрешающей
способности человеческого глаза (60 ÷ 100′′), поэтому данную звезду невоз-
можно увидеть невооруженным глазом, однако если использовать бинокль
с увеличением Γ ≥ 7× ÷ 10× на штативе или телескоп, то ее можно легко
разрешить (увидеть как двойную звезду). (4 балла).

Задача № 5. «Солнечное затмение»

Решение. Очевидно, что на серии фотографий рис. 2 запечатлено частное
солнечное затмение (солнечный диск покрывается лунным лишь частично).
Фаза затмения в общем случае (Fec) определяется формулой вида:

Fec =











d

D
, если частное,

1 +
∆x

D
, если полное











, (7)

здесь d – величина закрытой части диаметра затмеваемого тела, проходя-
щего через центр затмевающего тела; D – диаметр затмеваемого тела; ∆x –
минимальное расстояние между краями дисков затмевающего тела и затме-
ваемого, в случае полного затмения.

Очевидно, наибольшая фаза затмения запечатлена на фотографии рис. 2,
расположенной во 2-ом ряду и во 2-ом столбце (отсчет ведется от левого
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верхнего угла рисунка). Для нее d=15.5 мм, D=31 мм, откуда согласно (7)
следует, что Fec = 0.5.

Ответ: частное, Fec = 0.5. (4 балла).

Задача № 6. «Тень спутника на Юпитере»

Решение. Для определения

Q O

Rp

j

Re

S Q
‘

S

X

Y

на наблюдателя

‘

Рис. 6: к определению искомой величины.

широты построим рисунок, со-
ответствующий условиям зада-
чи, см. рис. 6. Здесь QQ′ – эква-
тор планеты, OS – радиус пла-
неты, проведенный в точку, где
находится тень от спутника. Пла-

нетоцентрическая широта

(ϕ) – это угол между плоскостью
экватора планеты и направлени-
ем на точку ее поверхности, ес-
ли смотреть из геометрического
центра планеты.

Для оценки можно, в принципе, полагать, что Юпитер имеет форму шара.
Однако, в силу его значительной сплюснутости выполним оценку ϕ в рам-
ках модели эллипсоида вращения. Рассмотрим главное сечение тела планеты,
содержащее его ось вращения (см. рис. 6). Граница сечения есть эллипс с по-
луосями Re, Rp – экваториальным и полярным радиусом, уравнение которого
можно представить в каноническом или параметрическом виде:

x2

R2
e

+
y2

R2
p

= 1, или

{

x = Re cos t
y = Rp sin t

}

. (8)

Из рисунка видно, что

sin ϕ =
SS ′

OS
=

y

OS
, (9)

где

OS2 = x2 + y2 = R2
e cos2 t + y2 = y2 + R2

e(1 − sin2 t) =

= y2 + R2
e −

(

Re

Rp

)2

y2 = R2
e + y2

(

1 −
(

Re

Rp

)2
)

.

В итоге широту можно представить в виде:

ϕ = arcsin











1
√

1 +
(

Re

y

)2

−
(

Re

Rp

)2











. (10)
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Определим данные величины по рисунку – y = 16 мм, Rp = 30 мм, Re = 32 мм
(Ваши значения могут отличаться от указанных, при использовании рисунка
в другом масштабе). Вычисляя ϕ по формуле (10), получаем ϕ ≈ 30.6◦.

В случае модели планеты-шара Rp = Re = R =
Re+Rp

2 =31 мм.
Из (10) следует более простой результат

ϕ0 = arcsin
[ y

R

]

= 31.1◦.

Очевидно, что результаты двух моделей близки по значению.
Ответ: ϕ = 31◦. (5 баллов).

Уровень «Знаток» (уровень B)
Задача № 7. «Монумент ракеты-носителя "Союз" и длина его

тени»

Дано:

H = 65 м,
D = 3.0 м,
ϕ = 53◦12′.

Решение:

Очевидно, длина тени минимальна в случае, когда высота
Солнца максимальна. Последняя ситуация реализуется 20
(21) июня, в день летнего солнцестояния. В этот день скло-

Найти:

Lmin, Lmax – ?
даты – ?

нение Солнца максимально и равно δ⊙ = ε = +23◦26′. Вы-
сота Солнца в полдень будет равна

h⊙max = 90◦ − ϕ + δ⊙ = 60◦14′. (11)

Минимальная высота Солнца дости-

H

2r

“

l

h
?

0

A

l2 B

Рис. 7: к определению искомой величи-
ны.

гается в день зимнего солнцестояния 22
(21) декабря. При этом высота Солнца

h⊙min = 90◦ − ϕ − ε = 13◦22′. (12)

Очевидно, в этот день длина тени будет
максимальна.

Учтем также конечность угловых раз-
меров Солнца (ρ′′⊙ = 16′ – угловой ра-
диус Солнца). Это приводит к тому, что
тень от монумента имеет форму усечен-
ной треугольной призмы (см. рис. 7). Ми-
нимальная длина тени для случая «Солн-
це на горизонте» (отсчет ведется от про-
тивосолнечной точки A, см. рис. 7) есть

ℓ0 =
D/2

sin ρ′′⊙
− D

2
≈ D

2ρ′′⊙
= 322 м. (13)
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Если высота Солнца будет больше нуля, то тень станет короче и ее длина со-
ставит ℓ1 = ℓ0 cos h⊙. В случае больших высот Солнца h⊙ минимальная длина
тени монумента определяется величиной образующей AB корпуса монумента
и будет равна ℓ2 = H/ tg h⊙. Вычислим пограничное значение h

(0)
⊙ :

H

tg h
(0)
⊙

= ℓ0 cos h
(0)
⊙ , ⇒ sin h

(0)
⊙ =

H

ℓ0
= 0.202, ⇒ h

(0)
⊙ = 11.6◦. (14)

Следовательно, длину тени окончательно можно представить в виде:

L =















D

2ρ′′⊙
cosh⊙, h⊙ < h

(0)
⊙ ,

H

tg h⊙
, h⊙ ≥ h

(0)
⊙















. (15)

Следовательно искомые длины теней есть

Lmax =
H

tg h⊙min
= 274 м, Lmin =

H

tg h⊙max
= 37 м. (16)

Ответ: минимальная длина тени Lmin=37 м достигается 20 (21) июня,
максимальная длина Lmax=274 м достигается 22 (21) декабря. (6 баллов).

Задача № 8. «Продолжительность солнечного затмения»

Решение. Определим в миллиметрах диаметр

A

O

B

Рис. 8: к определению искомой
величины.

видимого диска Луны. Для этого к двум не близ-
ким граничным точкам (A и B) видимого дис-
ка Луны (см. рис. 8) проведем касательные. В
данных точках восстановим перпендикуляры на
касательные. Находим их точку пересечения O.
Определяем длины отрезков OA = 13.0 мм и
OB = 13.5 мм и в качестве радиуса видимого
диска Луны выбираем среднее значение:

R$ =
OA + OB

2
= 13.25 мм. (17)

Рассмотрим рис. 9, соответствующий условию задачи. В задаче № 5 на-
стоящего релиза была вычислена максимальная фаза затмения Fmax = 0.5,
определяемая как отношение покрытой части (d) диаметра диска к диаметру
всего диска Солнца (D⊙). Тогда прицельный параметр относительного дви-
жения Луны равен

p = R$ +

(

D⊙
2

− d

)

= R$ − D⊙

(

Fmax −
1

2

)

. (18)

Согласно рис. 9, Луна движется вдоль прямой M1M3. В начальный момент
затмения диск Луны касается диска Солнца в точке K1. Причем расстояние
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между центрами дисков небесных тел есть S M1 = R$ + D⊙/2. Когда центр
видимого диска Луны оказывается в точке M2, достигается максимальная
фаза затмения Fmax. Далее фаза уменьшается.

При попадании центра
Солнце

R

K 2

D S

R d

R
K1

R p

M3 uM M2
M1

Рис. 9: к определению искомой величины.

диска Луны в точку M3.
Тела вновь касаются сво-
ими дисками в точке K2 и
затмение заканчивается. Сле-
довательно, Луна должна
пройти путь M1M3 отно-
сительно неподвижного Солн-
ца. В итоге, полное время
затмения есть

tec =
M1M3

ω$

=
2
√

(R$ + D⊙/2)2 − p2

ω$

=
S$

π

√

d(2 R$ + D⊙ − d) =

=
S$D′′

⊙
π

√

Fmax((2 R$/D⊙) + 1 − Fmax), (19)

здесь S$ = 29.53 сут – синодический период обращения Луны, ω$ – соот-
ветствующая ему угловая скорость; D′′

⊙ = 32′ = 9.31 · 10−3 рад – угловой
диаметр видимого диска Солнца. Поскольку 2 R$/D⊙ ≈ 1, то при Fmax=0.5,
tec=109 мин.

Расчет был выполнен для неподвижного относительно центра Земли на-
блюдателя (что достигается на полюсах). Если учитывать еще и ее суточ-
ное вращение, то максимальная скорость движения наблюдателя достигает-
ся на экваторе (vн = 2π R⊕/T⊕ = 0.46 км/c), причем он движется в том
же направлении, что и Луна по орбите, со скоростью V$ = 2π a$/T$ =
1.02 км/c. Следовательно, минимальная относительная скорость Луны есть
∆V = V$ − vн = 0.56 км/c. Тогда минимальное собственное движение Луны
есть – ω

(min)
$ = ∆V/a$ = 0.3′′/c. В итоге время затмения может составлять

t
(max)
ec = 184 мин. В итоге полная продолжительность частного солнечного

затмения составляет
109 мин ≤ tec ≤ 184 мин. (20)

Ответ: к задаче представляется интервалом (20). (7 баллов).

Задача № 9. «Прохождение неизвестного спутника по диску ма-

теринской планеты»

Решение. Как известно, галилеевыми спутниками называют четыре круп-
нейших спутника Юпитера: Ио, Европа, Ганимед и Калисто, характеристики
которых представлены в приложении. Орбиты всех спутников близки к кру-
говым и расположены под малыми углами к плоскости экватора планеты. В
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свою очередь, экватор оставляет малый угол с плоскостью орбиты Юпитера.
Следовательно, можно полагать, что профиль тени от спутника сформиро-
вался с помощью лучей, упавших нормально на поверхность планеты.

Значит эффектом проекции мож-

Rs

r”

r

“

as

rsh

Рис. 10: к определению искомой величины.

но пренебречь. В силу конечно-
сти углового радиуса Солнца, ко-
нус тени спутника будет сходя-
щимся и иметь форму круга. Со-
гласно рис. 10, радиус круга тени
спутника есть

rs = Rs−as tg ρ′′⊙ ≈ Rs−as
ρ′′⊙

3438′
,

(21)
здесь Rs – радиус спутника, as –
радиус его орбиты, ρ′′⊙ – угловой радиус Солнца (выраженный в угловых
минутах) у поверхности Юпитера, определяемый формулой:

ρ′′⊙ =

(

R⊙
aJ

)

· 3438′ = 3.1′, (22)

где aJ – большая полуось орбиты Юпитера. Следовательно, радиус тени мож-
но записать так:

rs = Rs − R⊙

(

as

aJ

)

. (23)

Определим отношение диаметра тени спутника к экваториальному диаметру
Юпитера.

η =
2 rs

DJ
=

2Rs

DJ
− 2R⊙

DJ

(

as

aJ

)

. (24)

Вычислим величину η для четырех галилеевых спутников (см. таблицу 2).

№ Название Rs, км as, км η
1 Ио 1815 421800 0.020
2 Европа 1569 671100 0.014
3 Ганимед 2631 1070400 0.023
4 Каллисто 2400 1882800 0.010

Таблица 2: значения радиуса Rs, большой полуоси и параметра

Далее определим по рисунку диаметр тени и экваториальный диаметр пла-
неты d̄sh=5 мм, D̄J=217 мм. (Ваши значения могут отличаться от указанных
при использовании фотографии с иным масштабом). В итоге ηexp = d̄sh/D̄J =
0.023. Полученный результат соответствует вычисленному значению η для
Ганимеда. Действительно, по данным автора фотографии здесь запечатлен
транзит крупнейшего спутника Юпитера и всей Солнечной системы – Гани-
меда.
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Ответ: Ганимед. (8 баллов).

Задача № 10. «Третий обобщенный закон Кеплера для двух пар

тел»

Решение. Рассмотрим движение двух тел с массами M1 и M2 (причем
M2 < M1) вокруг их общего центра масс (см. рис. 11). Запишем второй закон
Ньютона для каждого компонента:

M1
~W1 = −GM1M2

r3
21

~r21, M2
~W2 = −GM1M2

r3
12

~r12,

здесь ~W1, ~W2 – ускорения данных тел; ~r21 = −~r12 – векторы, соединяющие
данные тела, направление которых задается порядком цифр в индексе, см.
рис. 11. Выразим ускорение ~W1 и ~W2

~W1 = −GM2

r3
21

~r21, ~W2 = −GM1

r3
12

~r12, (25)

здесь |~r12| = |~r21| = a1+a2 = a; a1, a2 – радиусы круговых орбит компонентов.
Найдем относительное ускорение второго компонента относительно первого:

~Wrel = ~W2 − ~W1 = −G(M1 + M2)~r12

r3
12

. (26)

С другой стороны, орбита от-

a1 a2

r12r21

M1 M2

Рис. 11: к определению кинематических пара-
метров орбит данных тел.

носительного движения второго ком-
понента, относительно первого, бу-
дет окружность, поскольку рас-
стояние между компонентами не
изменяется в процессе движения.
Следовательно, ~Wrel есть центро-
стремительное ускорение, представ-
ляемое в виде:

~Wrel = −ω2 ~r12, (27)

здесь ω – угловая скорость орбитального движения компонентов. Приравни-
вая правые части (26) и (27), в результате получаем

G(M1 + M2)

r3
12

= ω2, ⇒ G(M1 + M2) T 2 = 4π2 a3

или

(M1 + M2) T 2 =
4π2

G
a3. (28)
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Уравнение (28) – третий обобщенный закон Кеплера для пары гравитирую-
щих тел. Если такое же уравнение записать для другой пары тел с массами
M3 и M4 в виде:

(M3 + M4) T 2 =
4π2

G
a3

2 (29)

и разделить (28) на (29), проиндексировав цифрой «1» параметры первой
пары, то получим

(M1 + M2) T 2
1

(M3 + M4) T 2
2

=
a3

1

a3
2

, (30)

что идентично (1).
Далее предположим что вторая пара тел есть система «Солнце-Земля»,

тогда M3 = M⊙, M4 = M⊕, T2 = T⊕ =1 год, a2 = a⊕ = 1 a.e. Следовательно
(30) можно переписать в виде:

(M1 + M2) T 2
1

(M⊙ + M⊕) T 2
⊕

=
a3

1

a3
⊕
. (31)

Далее учтем, что масса Земли много меньше массы Солнца, следовательно
слагаемым M⊕ в знаменателе (31) можно пренебречь. Выразим массы ком-
понент первой пары гравитирующих тел через массу Солнца.

M1 = M̃1 · M⊙, M2 = M̃2 · M⊙, (32)

а период и большую полуось в терминах земных аналогов:

T1 = T̃ · T⊕, a1 = ã · a⊕. (33)

Следовательно (31) можно переписать так

(M̃1 + M̃2)M⊙ T 2
⊕ · T̃ 2

M⊙ · T 2
⊕

=
(ã · a⊕)3

a3
⊕

, ⇒ (M̃1 + M̃2) =
ã3

T̃ 2
,

что и требовалось доказать. (8 баллов).

Задача № 11. «Транзит небесного тела»

Решение. Из рис. 3 видно, что тело, испытывающее транзит по диску
Солнца, имеет шарообразную форму. Следовательно, это массивное тело ко-
торое может быть ближе к Солнцу, нежели Земля. Очевидно, что это должна
быть одна из двух внутренних классических планет: Меркурий или Венера.
Чтобы понять какая именно планета испытала транзит, необходимо опреде-
лить угловой диаметр планеты по фотографии и затем сопоставить с ин-
тервалами допустимых значений (ИДЗ) для углового диаметра каждой из
планет, определенных теоретически.
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Прежде всего, определим угловой масштаб фотографии (µa) следу-
ющим выражением:

µa =
ρ′′⊙
R⊙

, (34)

где ρ′′⊙ = 16.0′ – средний угловой радиус Солнца, R⊙ – линейный радиус
Солнца, измеренный по фотографии.

К сожалению, измерить непосредствен-

A B
D

C

h

a

R

R
E

O

Рис. 12: к определению радиуса круга.

но радиус видимого диска Солнца по фо-
тографии не представляется возможным.
Поэтому будем для этого использовать
несложную методику косвенного опреде-
ления R⊙. Рассмотрим круг радиуса R и
круговой сегмент ACBDA, с высотой h

и основанием AB = 2a (см. рис. 12). Из
треугольника △ADO по теореме Пифа-
гора следует, что

R2 = a2 + (R − h)2, ⇒ R =
(a2 + h2)

2h
.

(35)

Т.о., для определения

A

B

C

D

E F

A1

x

y

a

h
a

Рис. 13: к определению линейного размера Солнца по фо-
тографии.

радиуса круга необходи-
мо знать высоту h кру-
гового сегмента и поло-
вину его основания – a.
Выполним дополнитель-
ное построение на дан-
ной фотографии (см. рис.
13). Проведем через две
наиболее взаимно удален-
ные точки A и B види-
мого диска Солнца пря-
мую AB. Из центра C

отрезка AB восстановим
перпендикуляр CD к границе части видимого диска светила. Определим зна-
чения h = CD = 15 мм и a = AC = 90 мм (здесь и далее Ваши значения гео-
метрических параметров могут отличаться от указанных, при использовании
фотографии в ином масштабе). По этим данным, с помощью (35) вычисля-
ем радиус диска Солнца R⊙ = 277.5 мм. С использованием (34) вычисляем
угловой масштаб фотографии µa = 3.46′′/мм.
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Далее измеряем диаметр диска планеты – d = 3.5 мм, что отвечает угло-
вому диаметру планеты – D′′

p = µa d = 12.1′′.
Далее рассчитаем интервалы возможных значений углового диаметра (D′′

p)
нижней планеты. Очевидно, искомая величина будет минимальной в случае,
когда планета в нижнем соединении находится в своем перигелии, а Земля –
в своем афелии, тогда

D′′
p min =

2Rp

∆max
× 206265′′ =

2Rp × 206265′′

a⊕(1 + ε⊕) − ap(1 − εp)
, (36)

здесь Rp – средний радиус планеты; a⊕ = 1 а.е. – большая полуось орбиты
Земли, ε⊕ = 0.0167 – ее эксцентриситет; ap, εp – соответствующие параметры
орбиты планеты.

Угловой диаметр планеты будет достигать максимального значения в ниж-
нем соединении в случае, когда планета находится в своем афелии, а Земля –
в своем перигелии:

D′′
p max =

2Rp × 206265′′

∆min
=

2Rp × 206265′′

a⊕(1 − ε⊕) − ap(1 + εp)
. (37)

Для Меркурия имеем R' = 2439.7 км, a' = 0.387 а.е., ε' = 0.206; для
Венеры – R♀ = 6051.8 км, a♀ = 0.723 а.е., ε♀ = 0.0068. В итоге для планет

Для Меркурия: 9.48′′ ≤ D′′
'
≤ 13.02′′, (38)

Для Венеры: 55.89′′ ≤ D′′
♀ ≤ 65.35′′. (39)

Из сопоставления результатов следует, что на фотографии представлен тран-
зит Меркурия.

Ответ: транзит Меркурия. (9 баллов).

Задача № 12. «Расстояния до небесного тела и время транзита»

а) Оценим геоцентрическое расстояние до планеты. Согласно решению
предыдущей задачи, угловой диаметр планеты составляет D′′

'
= 12.1′′. Сле-

довательно, искомое расстояние составляет

∆' =
2R' × 206265′′

D′′
'

= 8.32 · 107 км = 0.556 а.е., (40)

здесь R' = 2439.7 км – радиус Меркурия. Следовательно, гелиоцентрическое
расстояние до планеты будет заключено в интервале:

a⊕(1 − ε⊕)−∆' ≤ r' ≤ a⊕(1 + ε⊕)−∆', ⇒

0.427 а.е. ≤ r' ≤ 0.460 а.е., (41)
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здесь a⊕ = 1 а.е. – большая полуось орбиты Земли, ε⊕ = 0.0167 – ее эксцен-
триситет.

Очевидно, что в момент транзита Меркурий находился в окрестности сво-
его афелия.

б) Оценим полное время τ0 транзита Мер-

Q
1

Q
2

A A O A
1 1

2

B B2

O2

O

x xy

zR R

ll

Рис. 14: к определению величины
хорды транзита Меркурия.

курия вдоль хорды BB2 (см. рис. 14). Если
будет известна величина хорды BB2 (в уг-
ловых единицах), и скорость относительного
движения (Vrel) Меркурия, то можно легко
вычислить время транзита планеты по дис-
ку Солнца:

τ0 =
B̆B2

Vrel
∆' =

2ℓ̆

Vrel
∆'. (42)

Скорость относительного движения Мерку-
рия во время транзита можно оценить как

Vrel = V♀ − V⊕ =

√

√

√

√

GM⊙
a'

1 − ε'

1 + ε'
−
√

GM⊙
a⊕

= 9.06 км/c, (43)

где a' = 0.387 а.е., ε' = 0.206 – большая полуось и эксцентриситет Мерку-
рия.

Далее определим величину хорды BB2 = 2ℓ. Из △OAO1 △OB2O2 следует:

OA2 = OO2
1 + AO2

1, ⇒ R2
⊙ = (ℓ + y)2 + z2, (44)

OB2
2 = OO2

2 + O2B
2
2, ⇒ R2

⊙ = ℓ2 + (x + z)2. (45)

Очевидно, величины x, y можно непосредственно измерить по рис. 13, а ве-
личина R⊙ была определена в предыдущей задаче. Выразим из уравнения
(44) переменную z и подставим в (45):

R2
⊙ = ℓ2 + x2 + 2x

√

R2
⊙ − (ℓ + y)2 + R2

⊙ − (ℓ + y)2, ⇒

y2 − x2 + 2y ℓ = 2x
√

R2
⊙ − (ℓ + y)2,

y4 + x4 + 4y2 ℓ2 + 4y3 ℓ − 4x2 y ℓ − 2x2 y2 = 4x2 R2
⊙ − 4x2ℓ2 − 8x2 y ℓ − 4x2y2,

4s2ℓ2 + 4y s2 ℓ + s4 − 4x2 R2
⊙ = 0, где s2 = x2 + y2,

D = 16 y2 s4 + 64 x2 s2 R2
⊙ − 16s6 = 16s2(s2 y2 + 4x2 R2

⊙ − s4).

ℓ1 = −1

2

(

y − 1

s

√

s2 y2 + 4x2 R2
⊙ − s4

)

, (46)

ℓ2 = −1

2

(

y +
1

s

√

s2 y2 + 4x2 R2
⊙ − s4

)

< 0.
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Очевидно, последний корень не удовлетворяет условию задачи. Проводя из-
мерения параметров x и y по рис. 13 (x = 41 мм, y = 64.5 мм), получаем
значение ℓ = 115.2 мм. Тогда дуга B̆B2 = 2ℓ̆ = 2ℓ µa = 797′′ = 13.286′ =

3.864 · 10−3 рад. В итоге, согласно (42) получаем τ0 = 9.86 часа.
Ответ: к задаче представляется выражениями (40), (41), (42); τ0 =

9.86 часа. (10 баллов).

Уровень «Профи» (уровень C)
Задача № 13. «Знаки зодиака и движение Солнца»

Решение: 1. Главной причиной сдвига знаков Зодиака, относительно со-
звездий, является прецессия земной оси – явление обращения оси земного
шара вокруг оси эклиптики, обусловленное гравитационным действием Луны
и Солнца на его экваториальные области.

В результате изменения положения оси суточного вращения земного шара
в пространстве, изменяется и ориентация небесного экватора по отношению
к эклиптике. В результате их точка пересечения – точка весны (�) движется
по эклиптике на встречу Солнцу с угловой скоростью ω� = 50.25′′/год.

2. Оценим момент времени окончания эпохи Овна, т.е. момент времени, ко-
гда точка весны покинула созвездие Овна. Для этого заметим, что ее текущее
положение на рис. 4 определено координатами (δ� = 0◦; α� = 0h 00m).

Точка эклиптики, отвечающая границе созвездий Овна и Рыбы, согласно
рис. 4, имеет координаты (α1 = 1h 47m = 26.84◦, δ1 = 11.25◦).

Очевидно, что участок эклиптики, заключенный между указанными точ-
ками является прямолинейным, поэтому его длину определим приближенно
по теореме Пифагора:

ℓ1 =
√

δ2
1 + α2

1 = 29.1◦.

Следовательно, эпоха Овна закончилась

t
(ℓ)
� =

ℓ1

ω�

= 2085 лет (47)

тому назад (т.е., приблизительно, в 86 году до н.э.).
Для определения даты начала эпохи Овна, необходимо знать протяжен-

ность эклиптики внутри данного созвездия, однако можно воспользоваться
диаграммой видимого движения Солнца по эклиптике (см. рис. А.1, прило-
жение А). Из нее следует, что Солнце в этом созвездии пребывает 25 суток,
следовательно, протяженность эклиптики здесь

ℓ2 =
360◦

365.26 сут
· 25 сут = 24.64◦.
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Следовательно точка весны прибывала в данном созвездии

τ� =
ℓ2

ω�

= 1765 лет.

Следовательно, время начала эпохи Овна отстоит от сегодняшнего дня

t
(b)
� = t

(e)
� + τ� = 3850 лет, (48)

что соответствует 1831 году до н.э.
3. С 1875 года и по 2019 год прошло ∆ t3=144 года. За этот промежуток

времени точка весны сместилась по эклиптике на величину

ℓ3 = ω� ∆ t3 = 2.01◦.

Следовательно смещение сетки вдоль небесного экватора составит

∆α3 = ℓ3 cos ε = 1.84◦, (49)

здесь ε = 23◦26.5′ – среднее значение угла наклона эклиптики и плоскости
экватора за указанный период.

4. Вновь воспользуемся диаграмой (представленной на рис. А.1). Посколь-
ку, в среднем, продолжительность прибывания Солнца в одном знаке состав-
ляет τ0=30 сут, то наибольшее отклонение достигается в случае Скорпиона
(tc =7 сут.)

∆ tc = τ0 − tc = 21 сут, (50)

а наибольшее в противоположной ситуации – в случае Девы:

∆ tд = tд − τ0 = 15 сут. (51)

5. В действительности Солнце движется неравномерно по эклиптике, в си-
лу эллиптичности орбиты Земли, следовательно, наибольшее время Солнце
прибывает в знаке Рака (22.06 – 22.07) поскольку Земля в начале июня про-
ходит свой афелий. Наименьшее время Солнце прибывает в знаке Козерога
(22.12 – 22.01). Отношение продолжительностей пребывания Солнца в знаках
Рака и Козерога можно свести к отношению орбитальных геоцентрических
скоростей Земли:

τp

τk
=

ω
(k)
⊙

ω
(p)
⊙

=

√

GM⊙
a3
⊙

(1 + ε⊕)

(1 − ε⊕)3

/

√

GM⊙
a3
⊙

(1 − ε⊕)

(1 + ε⊕)3
=

(

1 + ε⊕
1 − ε⊕

)2

= 1.069.

(52)
Ответ: 1) прецессия земной оси; 2) начало эпохи Овна в 1831 году до н.э.

(3850 лет назад), окончание в 66 г. до н.э. (2085 лет назад); 3) смещение ∆α3 =

1.84◦; 4) отклонение в сторону больших значений – Дева, 15 сут, отклонение

Самарская областная астрономическая школа – 2019 (SAMRAS-2019)



Решения задач олимпиады SAMRAS-2019: тур № 2, 8-9 классы 27

в сторону меньших значений – Скорпион, 21 сут.; 5) наибольшее время – в
знаке Рак, наименьшее – в знаке Козерог, τp/τk=1.069. (11 баллов).

Задача № 14. «Полет к экзопланете и определение ее массовой

плотности»

Дано:

rp/Rp = χ,
Tp = Pp.

Решение:

Согласно определению, средней массовой плотно-

стью планеты называется отношение массы планеты

Найти:

x = M∗/Mp – ?

Mp к ее объему (объему шара):

ρ̄ =
Mp

4π
3 R3

p

, (53)

здесь Rp – радиус звезды. С учетом, что Rp = rp/x, тогда (53) можно пере-
писать в виде:

ρ̄ =
3 Mp χ3

4π r3
p

. (54)

Далее воспользуемся третьим обобщенным законом Кеплера для системы
«звезда-планета»:

(M∗ + Mp) =
4π2 r3

p

GT 2
p

, ⇒ Mp

4π r3
p

=
π

GT 2
p (1 + x)

. (55)

Из (54) и (55) следует, что

ρ̄ =
3πχ3

GT 2
p (1 + x)

. (56)

Воспользуемся третьим обобщенным законом Кеплера для системы «планета-
корабль».

(Mp + m) =
4π2 a3

s

GT 2
s

, (57)

здесь m – масса космического корабля, as, Ts – большая полуось и сидериче-
ский период обращения космического корабля. Масса корабля традиционно
много меньше массы планеты (т.е. m ≪ Mp). Следовательно, уравнение (57)
можно переписать так

Mp =
4π2 a3

s

GT 2
s

. (58)

Из (53) и (58) следует альтернативное выражение для плотности

ρ̄ =
3π

GT 2
s

(

as

Rp

)3

. (59)

Очевидно, бортовыми часами можно измерить лишь синодический период
обращения корабля (S), как промежуток времени между двумя его последо-
вательными прохождениями над какой-либо достопримечательностью эква-
тора. Чтобы ее заметить невооруженным глазом необходимо чтобы корабль
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был на низкой орбите. Далее будем полагать, что радиус орбиты корабля
равен радиусу планеты as ≈ Rs. Тогда согласно (59) ρ̄ определяется лишь
сидерическим периодом обращения корабля вокруг планеты.

Запишем уравнение для синодического периода

1

S
=

1

Ts
− 1

Pp
, или

1

S
=

1

Ts
− 1

Tp
. (60)

Очевидно, для максимально точного определения плотности планеты по фор-
муле (59), необходимо, чтобы период Ts → S, что возможно лишь при условии
Ts ≪ Tp или

Ts

Tp
≪ 1. (61)

Приравняем (56) и (59). В результате получаем

3πχ3

GT 2
p (1 + x)

=
3π

GT 2
s

, ⇒
(

Ts

Tp

)2

=
(1 + x)

χ3
≪ 1, ⇒ x ≪ χ3 − 1

или
M∗
Mp

≪ χ3 − 1. (62)

Последнее ограничение и есть искомый ответ к задаче.
Ответ: к задаче представлен выражением (62). (12 баллов).

Задача № 15. «Особенности солнечных и лунных затмений»

Решение: 1. Для наступления солнечного или лунного затмений необхо-
димо выполнение двух условий:

а) Луна должна располагаться в малой окрестности прямой «Солнце-Зем-
ля»: либо между этими телами (в случае солнечного затмения), либо в оппо-
зиции к Солнцу (в случае лунного затмения);

б) Луна должна находиться вблизи одного из узлов своей орбиты.
2. Саросом или драконическим периодом называется интервал из 223 си-

нодических месяцев (в среднем, приблизительно 6585.3211 суток, или 18 лет
и 101

3 или 111
3 суток, в зависимости от количества високосных лет в данном

периоде). Этот промежуток времени почти в точности равен 242 дракониче-
ским месяцам (т.е. промежутку времени, между двумя последовательными
прохождениями Луны через один и тот же узел орбиты в ее движении вокруг
Земли). Их продолжительность составляет 6585.36 сут., т.е. через указанное
время Луна возвращается к тому же узлу орбиты. К тому же узлу возвраща-
ется и Солнце, поскольку проходит целое число драконических лет (19 лет
или 6585.78 сут.), т.е. периодов прохождения Солнца через один и тот же узел
орбиты Луны.

Кроме того, указанное время почти в точности равно 239 аномалитических
месяцев Луны (что составляет 6585.54 сут. и представляет собой промежуток
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времени между двумя последовательными прохождениями Луны через пе-
ригей в ее движении вокруг Земли), так что соответствующие затмения в
каждом саросе наступают при одинаковом удалении Луны от Земли и имеют
одну и ту же длительность. В течение одного сароса, в среднем, проходит
N⊙=41 солнечных затмений и N$=29 лунных затмений. Тогда отношение их
есть η = N⊙/N$ = 1.41.

Обоснуем строго
A

B

C

O

Da

a

R
R

x
b

Земля

на Солнце

Луна

Луна

Ü a
Ü

Рис. 15: к определению искомой величины η.

математически дан-
ное отношение. Бу-
дем полагать, что сол-
нечные и лунные за-
тмения происходят слу-
чайным образом в раз-
ных точках лунной
орбиты. Следователь-
но, отношение η на
больших временных
интервалах должно
быть равно отношению длин дуг орбиты, где могут происходить солнечные
и лунные затмения.

Очевидно, солнечные затмения происходят на дуге орбиты ĂB (см. рис. 15),
пока тень Луны попадает на тело Земли.

Ă B = a$ · 2α = 2 a$ · arcsin

(

R⊕
a$

)

≈ 2 R⊕, поскольку R⊕ ≪ a$. (63)

Лунные затмения могут быть реализованы лишь, когда Луна находится на
дуге ˘C D, т.е. внутри конуса земной тени.

˘C D ≈ 2(x − a$) tg β. (64)

С другой стороны,

sin β =
R⊕
x

=
R⊙

(a⊕ + x)
, ⇒ x =

R⊕a⊕
(R⊙ − R⊕)

= 1.383 · 106 км. (65)

В итоге

tg β ≈ sin β ≈ β =
R⊕
x

=
(R⊙ − R⊕)

a⊕
. (66)

Из (64)-(66) следует явное выражение для дуги

˘C D = 2

(

R⊕ a⊕
R⊙ − R⊕

− a$

)

· R⊙ − R⊕
a⊕

= 2

(

R⊕ − a$

a⊕
(R⊙ − R⊕)

)

= 1.44 R⊕.
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Следовательно

η =
Ă B

˘C D
=

R⊕
R⊕ − a$

a⊕
(R⊙ − R⊕)

= 1.38. (67)

Полученное значение является весьма близким к значению, полученному ра-
нее, что позволяет считать сделанные выкладки математическим обоснова-
нием данного факта.

3. С данной точки поверхности Земли чаще можно наблюдать лунное за-
тмение, поскольку последнее наблюдается с любой точки ночной стороны
Земли, а солнечное затмение наблюдается лишь в том месте, куда упала тень
(полутень) от Луны.

Вероятность увидеть лунное затмение есть

PЛЗ =
Sноч

S⊕
≈ 1

2
, (68)

здесь Sноч – площадь «ночной» стороны Земли, S⊕ – площадь всей поверхно-
сти Земли. Т.о., каждое второе лунное затмение можно увидеть с поверхности
Земли.

Определим диаметр лунной тени во время солнечного затмения. Из ри-
сунка 16 видно, что

sin γ =
R$

a$ + y
=

R⊙
a⊕ + y

, ⇒ y =
a⊕R$ − a$R⊙

(R⊙ − R$)
, (69)

тогда

sin γ =
R⊙ − R$

a⊕ − a$

≪ 1. (70)

Следовательно, диаметр тени Луны на Земле есть

Dsh = 2(y + R⊕) tg γ ≈ 2

(

a⊕R$ − a$R⊙
R⊙ − R$

+ R⊕

)(

R⊙ − R$

a⊕ − a$

)

=

= 2

(

a⊕R$ − a$R⊙
a⊕ − a$

+
R⊕(R⊙ − R$)

(a⊕ − a$)

)

. (71)

Как известно, расстояния до Луны и Солнца меняются в пределах:

a
(0)
$ (1 − ε$) ≤ a$ ≤ a

(0)
$ (1 + ε$), a

(0)
⊕ (1 − ε⊕) ≤ a⊕ ≤ a

(0)
⊕ (1 + ε⊕) (72)

где a
(0)
$ =384399 км, ε$=0.055 – большая полуось и эксцентриситет лунной

орбиты: a
(0)
⊕ = 1.496 · 108 кг ε⊕=0.0167 – большая полуось и эксцентриситет

земной орбиты.
На рисунке 17 показана область, где Dsh ≥ 0. Нетрудно убедиться в том,

что условие Dsh ≥ 0 выполняется лишь в области возможных значений
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Рис. 16: к определению диаметра лунной тени на поверхности Земли.

(a$, a⊕), которая составляет долю x=0.40 от всей области допустимых значе-
ний (72). При этом Dsh может изменяться в пределах

0 ≤ Dsh ≤ 212 км, D̄sh = 106 км. (73)

Во время полного затмения лунная тень проходит полосу шириной Dsh и
длиной ℓ:

0 ≤ ℓ ≤ 2R⊕, ⇒ ℓ̄ = R⊕. (74)

Следовательно, лунная тень «заметает» площадь на плоском диске Земли
(если смотреть с Луны):

SСЗ = D̄sh · ℓ̄. (75)

Тогда вероятность наблюдать солнечное затмение в данном месте можно оце-
нить как

PСЗ =
SСЗ

S⊕
· x =

D̄sh x

πR⊕
= 2.1 · 10−3. (76)

Следовательно, одно такое событие можно наблюдать через 1/PСЗ=472 сол-
нечных затмений. Учитывая, что в одном саросе 41 солнечное затмение, по-
лучаем, что одно такое затмение происходит за 18.02

PСЗ
· 41 ≈ 210 лет (более

точные оценки дают значение 250 ÷ 300 лет).
4. Частное солнечное затмение – вид солнечного затмения, при ко-

тором лунный диск закрывает лишь частично диск Солнца, а земной набо-
людатель попадает в область лунной полутени.

Полное затмение происходит при полном покрытии диска Солнца Лу-
ной (см. рис. 16). Вероятность наблюдения полного солнечного затмения тем
выше, чем меньше угловой диаметр Солнца, что достигается в случае пребы-
вания Солнца в афелии в начале июля. Т.о., летом полные солнечные затме-
ния наблюдаются наиболее часто. Максимальная фаза такого затмения есть

Fmax =
D′′

$ max

D′′
⊙ min

=
2R$

a$(1 − ε$)

a⊕(1 + ε⊕)

2R⊙
=

(

R$

R⊙

)(

a⊕
a$

)(

1 + ε⊕
1 − ε$

)

= 1.05.

(77)
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5. Кольцевое затмение – это вид солнечного затмения, реализуемое в
случае, когда угловой диаметр Солнца больше лунного, в результате чего,
диск Луны не может полностью закрыть диск Солнца, даже, если проходит
через его центр. Чаще всего оно наблюдается, когда угловой диаметр Солнца
максимален, т.е. когда Земля находится в перигелии зимой (в начале января).

Fmin =
D′′

$ min

D′′
⊙ max

=

(

R$

R⊙

)(

a⊕
a$

)(

1 − ε⊕
1 + ε$

)

= 0.91. (78)

6. Действительно, самые продол-

400

390

380

370

147 148 149 150 151 152
, млн. кмa

,
ты

с.
к
м

a

D >0sh

Рис. 17: к определению доли x.

жительные затмения наблюдают-
ся в тропическом поясе. Продол-
жительность затмения (полного или
частного) пропорциональна угло-
вому диаметру Луны и обратно про-
порциональна скорости ее относи-
тельного движения (ωrel):

τ ∼ D′′
$

ωrel
. (79)

Поскольку

D′′
$ = 2 · arcsin

[

R$

a$

]

≈ 2R$

a$

.

(80)
Угловая скорость относительно движения определяется разностью орбиталь-
ной скорости Луны и точки поверхности Земли (поскольку их движения со-
направлены):

ωrel =
v$ − v⊕

a$

, (81)

ωrel будет минимальна на экваторе, где v⊕ = ω⊕ R⊕ достигает максимума. Из
(79)-(81) следует, что

τ ∼ R$

v$ − v⊕
. (82)

Очевидно, искомое время τ максимально для наблюдателя на экваторе. (13 бал-
лов).

Задача № 16. «Спектр быстро вращающейся планеты»

Дано:

χ, f, α, λ0,
p0, ρ.

Решение:

Спектральная линия, наблюдаемая в спектрограф, есть
изображение щели спектрографа в данной длине волны,
в которой объект темнее (в случае линии поглощения) или
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Найти:

объяс-ние
факта-?
v0, T -?
tg α(λ0), Mp-?

светлее (в случае линии излучения), чем в окружающей
спектральной области. Предположим, что в фокальной
плоскости прибора создается изображение планеты с эк-
ваториальным радиусом R0. За счет вращения планеты
вид спектральной линии будет искажен, но она останется
прямой. Покажем это.

Пусть точка A принадлежит экватору и отстоит от меридиана, ориентиро-
ванного к наблюдателю, на угол γ (см. рис. 18). Для наблюдателя эта точка
будет отстоять от центра диска на расстояние R = R0 sin γ, а ее лучевая
проекция скорости v = v0 sin γ, тогда

v = v0

(

R

R0

)

. (83)

N

S
C

O

A

g

gv0

v0

а) б)

R

R0 a

Dl

Рис. 18: к определению наклона спектральной линии.

В силу эффекта Доплера, часть спектральной линии, соответствующей
точке A испытает изменение длины волны ∆λ:

∆λ = λ0

(v

c

)

= λ0

(v0

c

)

(

R

R0

)

. (84)

Поскольку, у любого спектрографа разрешающая способность (как отно-
шение разности длин волн двух соседних спектральных линий к расстоянию
между этими линиями в наблюдаемом спектре) известна и равна

χ =
∆λ

∆ℓ
, ⇒ ∆ℓ =

1

χ
∆λ. (85)

Из (84) и (85) следует, что

∆ℓ =

(

λ0

χ

)

(v0

c

) R

R0
= tg α · R, где tg α =

(

λ0

χ

)

(v0

c

) 1

R0
. (86)
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Очевидно, что последнее выражение есть уравнение прямой ∆ℓ(R).
2. Из (86) следует скорость экваториальных точек поверхности планеты

(при R = R0):

v0 = c

(

χ

λ0

)

R0 tg α, (87)

где
R0 = ρ f. (88)

3. С другой стороны линейный радиус планеты есть

Rp = R⊕

(

ρ

p0

)

, (89)

здесь R⊕ – радиус Земли. И экваториальную скорость можно записать иначе

v0 =
2πRp

Tp
, Tp =

2πR⊕
c

(

ρ

p0

)(

λ0

χ

)

1

ρ f tg α
, ⇒

Tp =
2 π R⊕
c f tg α

(

λ0

p0

)

1

χ
. (90)

4. Из выражений (86), (88) следует формула для tg α:

tg α =
λ0

ρ f

(v0

c

) 1

χ
. (91)

Очевидно, что зависимость tg α от λ0 является линейной. Чем больше угол,
тем проще его измерить. Следовательно, проще его измерить для красных
лучей с бо́льшей длиной волны.

5. Если состояние планеты близко к нарушению ее ротационной устойчи-
вости, то для любого малого элемента вещества экватора планеты скорость
v0, фактически, должна быть равна первой космической скорости планеты:

v0 =

√

GMp

Rp
, ⇒ Mp =

Rp

G
v2

0 =
R⊕
G

(

ρ3

p0

)

c2

(

χ

λ0

)2

f 2 tg2 α. (92)

Ответ: к задаче представляется формулами (86)-(88), (90)-(92). (13 бал-
лов).

Задача № 17. «Максимальные высоты гор на поверхностях пла-

нет земной группы»

Решение. 1. Рассмотрим узкий вертикальный столб горных пород в теле
горы, находящейся на поверхности планеты. Давление данного столба на свое
основание можно оценить по формуле:

p = ρ g h, (93)
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где ρ – средняя массовая плотность горных пород, g – ускорение свободного
падения у поверхности, которое можно записать, с использованием закона
всемирного тяготения Ньютона, в следующей форме:

g =
GM

R2
, (94)

где G – универсальная гравитационная постоянная, M – масса планеты, R –
радиус планеты. Подставим выражение (94) в (93), получаем окончательное
выражение для давления столба из горных пород:

p = ρ
GM

R2
h, ⇒ h =

p R
2

GρM
. (95)

Из полученного результата следует что, чем больше предельное механическое
давление (pmax), которое еще выдерживают горные породы, не разрушаясь
(механическое напряжение на разрыв), и радиус планеты, тем больше макси-
мальная высота гор. Чем больше плотность горных пород и масса планеты,
тем данная величина будет меньше.

Учитывая далее, что доминирующим материалом, формирующим горные
массивы всех планет земной группы, являются базальтовые породы, плот-
ность которых заключена в интервале (3), при этом механическое напряже-
ние на разрыв данных пород определяется интервалом (4), следовательно
нетрудно вычислить минимальное и максимальное значения для максималь-
ной высоты гор на поверхности данных планет:

hmin =
p

(min)
max R

2

Gρmax M
, hmax =

p
(max)
max R

2

Gρmin M
, (96)

здесь ρmin, ρmax – пограничные значения интервала (3), p
(min)
max , p

(max)
max – погра-

ничные значения интервала (4). Значения масс и радиусов небесных тел, а
также результаты численных расчетов представлены в таблице 3. Здесь в
четвертой колонке представлены значения нижней границы hmin интервала
возможных значений искомой величины. В пятом столбце представлены зна-
чения верхней границы hmax того же интервала.

Из сопоставления полученных результатов с данными наблюдений (см.
таблицу 1) очевидно, что значения высот самых высоких горных массивов
всех планет земной группы (за исключением Меркурия) лежат внутри полу-
ченных интервалов, что указывает на адекватность прогнозов предложенной
модели и ее работоспособность.

2. Вычислим параметр β для каждой планеты, согласно (5). Значения дан-
ного параметра для рассматриваемых планет представлены в шестой колонке
таблицы 3. Очевидно, что параметр β монотонно возрастает при переходе от
более близкой к более далекой планете от Солнца, вплоть до Земли, а затем
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Планета M, кг R,

км

hmin,

км

hmax,

км

β r
(min)
min ,

км

r
(max)
min ,

км

M
(min)
min ,

кг

M
(max)
min ,

кг

Меркурий 3.30·1023 2440 21.80 56.33 −0.501 31.15 80.46 5.19·1016 1.16·1018

Венера 4.87·1024 6052 9.09 23.48 0.133 12.98 33.54 3.85·1015 8.58·1016

Земля 5.97·1024 6371 8.22 21.23 0.152 11.74 30.32 2.85·1015 6.34·1016

Марс 6.42·1023 3390 21.63 55.89 0.127 30.90 79.84 5.32·1016 1.18·1018

Таблица 3: значения масс и радиусов планет земной группы; значения искомых величин
для данных планет.

начинает убывать. Это указывает на то, что чем ближе планета к Солнцу и
чем меньше ее масса, тем действительная высота гор меньше относительно
возможной. Очевидно, что это связано с гравитацией Солнца: чем ближе пла-
нета к Солнцу, тем оно сильнее оказывало разрушительное действие своими
приливными силами на горные массивы планеты. И чем меньше масса пла-
неты, тем она "слабее" сопротивлялась этому воздействию, в течение всего
времени существования Солнечной системы.

3. Рассмотрим гору, имеющую форму конуса с круглым основанием. Из
рис. 19 очевидно, что радиус конуса можно представить как

r = h ctg α. (97)

Чем больше угол α, тем меньше бу-

H
N

Fтр

mg

a

X

O

r

Рис. 19: к определению угла наклона об-
разующей конуса горы.

дет искомый радиус. Найдем максималь-
ное значение αmax угла наклона образу-
ющей конуса к горизонту. Для этого рас-
смотрим песчинку на поверхности горы
(см. рис. 19). Запишем для нее второй
закон Ньютона в предельном положении
покоя:

m~g + ~N + ~Fтр = 0.

В проекциях на ось OX последнее уравнение представляется в виде:

mg sin α − Fтр = 0, ⇒ mg sin α = µmg cos α, ⇒ tg αmax = µ, ⇒

αmax = arctg µ = 35.0◦. (98)

Следовательно, минимальный радиус кругового основания горы есть

rmin = h/ tg αmax = h/µ = 1.43 h. (99)

А пограничные значения интервала возможных значений данной величины
определяются формулами:

r
(min)
min = hmin/µ = 1.43 hmin, r

(max)
min = hmax/µ = 1.43 hmax. (100)
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Численные значения последних величин представлены в 7-8 столбцах таб-
лицы 3. Из таблицы очевидно, что у Меркурия и Марса, планет с самыми
малыми массами, возможные размеры гор (без учета солнечных приливов)
являются наибольшими!

4. Минимальная масса гор будет достигаться при минимальном объеме
конуса, который определяется выражением вида:

Vk =
π

3
h r2

min, (101)

тогда минимальная масса горы есть

Mmin =
π

3
ρ h r2

min =
π ρ h3

3 µ2
. (102)

Пограничные значения интервала допустимых значений, очевидно, запишут-
ся в виде:

M
(min)
min =

π ρmin h3
min

3 µ2
, M

(max)
min =

π ρmax h3
max

3 µ2
. (103)

Численные значения последних величин представлены в 9-10 столбцах таб-
лицы 3. Тенденции в отношении массы аналогичны тенденциям в случае гео-
метрических размеров гор.

Ответ: к задаче представлен результатами (96), (99), (103) и численными
значениями таблицы 3. (14 баллов).

Задача № 18. «Свойства звезды 59 Девы и экзопланеты GJ 504b»

Дано:

r∗ = 57.27 св.
лет,
M∗ = 1.2 M⊙,
R∗ = 1.36 R⊙,
T∗ = 6205 K,
Mp = 4MJ ,
Rp = 0.96 RJ ,
Tp = 544 K,
A = 0.50.

Решение:

1. Следует сразу заметить, что на фотографии указан
масштаб. С использованием линейки определяем дли-
ну штриха, соответствующего одной угловой секунде
ℓ=35 мм, тогда угловой масштаб есть

µa =
1′′

ℓ
= 2.86 · 10−2 ′′/мм. (104)

Далее измеряем линейкой расстояние между планетой
и звездой ℓp=88 мм (Ваши значения ℓ и ℓp могут быть
иными при использовании фотографии с иными линей-

Найти:

ap, Tp, ρ̄∗ – ?

g∗, v
(I)
∗ , v

(II)
∗ – ?

ρp, gp, v
(I)
p – ?

v
(II)
p , x, RRoche – ?

ными размерами). Тогда определяем угловой радиус ор-
биты планеты:

ρ′′p = µa ℓp = 2.51′′. (105)

Следовательно, радиус орбиты планеты есть

ap = r∗

(

ρ′′p
206265′′

)

= 44.2 a.e. (106)
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Период обращения системы относительно центра масс системы можно опре-
делить с использованием третьего обобщенного закона Кеплера:

(M∗ + Mp) T 2
p

(M⊙ + M⊕) T 2
⊕

=
a3

p

a3
⊕

, ⇒ Tp = T⊕

(

ap

a⊕

)3/2(
M⊙

M∗ + Mp

)1/2

= 268 лет, (107)

здесь M⊙, M⊕ – массы Солнца и Земли соответственно; a⊕ – большая полуось
Земли и T⊕ – ее период обращения.

2. Для звезды имеем:

ρ̄∗ =
M∗

4π
3 R3

∗
= 0.477 ρ̄⊙ = 673 кг/м3, (108)

g∗ =
GM∗
R2

∗
= 0.649 g⊙ = 176 м/с2, (109)

v(I)
∗ =

√

GM∗
R∗

= 0.939 v
(I)
⊙ = 410 км/с, (110)

v(II)
∗ =

√
2 v(I)

∗ = 580 км/с, (111)

где ρ̄⊙ = 1410 кг/м3 – средняя массовая плотность Солнца, g⊙=272 м/с2 –
ускорение свободного падения у поверхности Солнца, v

(I)
⊙ =437 км/с – первая

космическая скорость у поверхности Солнца.
3. Для экзопланеты имеем

ρ̄p =
Mp

4π
3 R3

p

= 4.52 ρ̄J = 5995 кг/м3, (112)

gp =
GMp

R2
p

= 4.34 gJ = 108 м/с2, (113)

v(I)
p =

√

GMp

Rp
= 2.04 v

(I)
J = 86 км/с, (114)

v(II)
p =

√
2 v(I)

p = 121 км/с, (115)

здесь ρ̄J=1326 кг/м3, gJ=24.79 м/с2, v
(I)
J =42.07 км/с – средняя массовая плот-

ность, ускорение свободного падения и первая космическая скорость у поверх-
ности Юпитера соответственно.

4. Определим полный поток энергии, падающий от звезды на планету.
Светимость звезды есть

L∗ = 4π R
2
∗σ T 4

∗ , (116)

освещенность и поток у поверхности GJ504b тогда запишутся так

E∗ =
L∗

4π a2
p

, Φp = E∗ πR
2
p = 4π R

2
∗σ T 4

∗
R

2
p

4 a2
p

= π R
2
∗σ T 4

∗

(

Rp

ap

)2

.
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Далее запишем уравнение энергетического баланса для экзопланеты

(1 − Ap)π R
2
∗σ T 4

∗

(

Rp

ap

)2

+ Φint = 4π R
2
pσ T 4

p .

Разделим последнее уравнение на его первое слагаемое:

1 + x =
4

(1 − Ap)

(

ap

R∗

)2 (
Tp

T∗

)4

, ⇒

x =
4

(1 − Ap)

(

ap

R∗

)2 (
Tp

T∗

)4

− 1 = 2.31 · 104 раз! (117)

5. Как известно, сферой Роша называется область пространства вокруг
материнской звезды, имеющая форму шара, радиус которого, равен радиу-
су круговой орбиты экзопланеты, обращающейся вокруг центрального тела,
на которой приливные силы, вызванные гравитацией звезды, равны силам
самогравитации планеты.

Получим явное выражение для радиуса сферы Роша. Рассмотрим силы,
действующие на малые элементы тела экзопланеты массой ∆m, находящиеся
в самой удаленной (B) и самой близкой точке (A) к материнской звезде (см.
рис. 20). Запишем второй закон Ньютона для данных элементов:

∆m~aA = ~FA + ~F ′
A, ∆m~aB = ~FB + ~F ′

B, (118)

здесь ~FA, ~FB – силы притяжения,

A B

FA
FB

FBFA

ap X

O

Rp

’’

R*

звезда

планета

Рис. 20: к определению угла наклона образующей
конуса горы.

действующие со стороны звезды,
~F ′

A, ~F ′
B – силы притяжения, дей-

ствующие со стороны экзоплане-
ты. Для экзопланеты, являющей-
ся протяженным телом, находя-
щимся в центральном гравитаци-
онном поле звезды, силы притя-
жения в ближайшей (~FA) и самой далекой (~FB) точках тела отличаются, а
именно

FA =
G ∆mM∗
(ap − Rp)2

, FB =
G ∆mM∗
(ap + Rp)2

. (119)

Для данной системы (как и для большинства подобных систем) имеет ме-
сто сильное неравенство вида Rp ≪ ap. Тогда, используя приближение вида
(1 + x)α ≈ 1 + α x, при x ≪ 1, силы (119) можно представить в виде:

FA ≈ G ∆mM∗
a2

p

(

1 + 2
Rp

ap

)

, FB ≈ G ∆mM∗
a2

p

(

1 − 2
Rp

ap

)

.
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Разность этих сил

Ft = ∆F = FA − FB ≈ 4
G ∆mM∗

a2
p

(

Rp

ap

)

(120)

ведет к растяжению тела экзопланеты в направлении «экзопланета-звезда».
Последняя сила есть простейший пример приливной силы. Для того чтобы
экзопланета оставалась единым телом, необходимо чтобы ее силы самогра-
витации были не меньше приливных сил звезды, при этом ускорения точек
A и B были равны. Вычтем из первого уравнения системы (118) второе, в
результате получаем

~FA − ~FB + ~F ′
A − ~F ′

B = 0.

Спроецируем последнее уравнение на координатную ось OX:

−FA + FB + F ′
A + F ′

B = 0, ⇒ F ′
A + F ′

B = Ft. (121)

Учтем также, что

F ′
A = F ′

B =
G ∆mMp

R2
p

. (122)

С использованием (120), (122) уравнение (121) можно переписать в виде:

2
G ∆mMp

R2
p

= 4
G ∆mM∗

a2
p

(

Rp

ap

)

, ⇒ Mp

R3
p

= 2
M∗
a3

p

.

Принимая во внимание, что Mp = ρp
4π
3 R

3
p, M∗ = ρ∗

4π
3 R

3
∗, последнее выраже-

ние можно представить в виде:

ρp =
2ρ∗R3

∗
a3

p

, ⇒

RRoche = ap = R∗
3

√

2

(

ρ∗
ρp

)

= 0.61 R∗ = 0.830 R⊙ ≈ 577000 км, (123)

т.е., полость Роша лежит внутри тела звезды. Поскольку радиус орбиты эк-
зопланеты много больше R∗, то планете не угрожает попасть в полость Роша
и быть разрушенной.

Ответ: к задаче представлен формулами (106)-(115), (117), (123), нет
опасности. (15 баллов).
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A.1. Основные физические и астрономические постоян-
ные

• Гравитационная постоянная – G = 6.674 · 10−11 м3· кг−1 · c−2

• Скорость света в вакууме – c = 2.998 · 108 м/c

• Универсальная газовая постоянная – R = 8.31 кг·м2· c−2·K−1· моль−1

• Постоянная Стефана-Больцмана – σ = 5.67 · 10−8 кг·с−3·K−4

• Постоянная Авогадро – NA = 6.022 · 1023 моль−1

• Масса протона – mp = 1.67 · 10−27 кг

• Масса электрона – me = 9.11 · 10−31 кг

• Астрономическая единица – 1 а.е. = 1.496 · 1011 м

• Парсек – 1 пк = 206265 а.е. = 3.086 · 1016 м

• Постоянная Хаббла – H = 72 км·c−1·Мпк−1

A.2. Данные о Солнце

• Радиус – 6.955 · 105 км

• Масса – 1.989 · 1030 кг

• Светимость – 3.827 · 1026 Вт

• Спектральный класс – G2

• Видимая звездная величина – −26.74m

• Абсолютная болометрическая звездная величина – +4.83m

• Показатель цвета (B-V) – +0.67m

• Эффективная температура – 5778 K

• Средний горизонтальный параллакс – 8.794′′

• Солнечная постоянная (во всем спектре)

на расстоянии Земли – 1361 Вт/м2

• Солнечная постоянная (в видимом свете)
на расстоянии Земли – 600 Вт/м2

A.3. Данные о Земле

• Эксцентриситет орбиты – 0.017

• Тропический год – 365.24219 сут

• Средняя орбитальная скорость – 29.8 км/с

• Период вращения – 23 часа 56 минут 04 секунды

• Наклон экватора к эклиптике на эпоху 2000.0 – 23◦ 26′ 21.45′′
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• Средний по объему радиус – 6371.0 км

• Средний экваториальный радиус – 6378.14 км

• Длина земного меридиана – 20004.276 км

• Полярный радиус – 6356.77 км

• Масса – 5.974 · 1024 кг

• Средняя плотность – 5.52 г·см−3

• Объемный состав атмосферы – N2 (78%), O2 (21%), Ar (∼ 1%)

A.4. Данные о Луне

• Среднее расстояние от Земли – 384400 км

• Минимальное расстояние от Земли – 356410 км

• Максимальное расстояние от Земли – 406700 км

• Эксцентриситет орбиты – 0.055

• Наклон плоскости орбиты к эклиптике – 5◦09′

• Сидерический (звездный) период обращения – 27.321662 сут

• Синодический период обращения – 29.530589 сут

• Радиус – 1738 км

• Масса – 7.348 · 1022 кг или 1/81.3 массы Земли

• Средняя плотность – 3.34 г·см−3

• Визуальное геометрическое альбедо – 0.12

• Видимая звездная величина в полнолуние −12.7m

A.5. Формулы приближенного вычисления

sin x ≈ tg x ≈ x;

sin(x ± α) ≈ sin α ± x cosα;

cos(x ± α) ≈ cos α ∓ x sinα;

tg(x ± α) ≈ tg α ± x

cos2 α
;

(1 + x)n ≈ 1 + n x;

здесь x ≪ 1, все углы выражаются в радианах.
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A.6. Характеристики орбит планет

Планета Большая полуось Экс-

цен-

триси-

тет

Наклон к

плоскости

эклипти-

ки

Период

обраще-

ния

Синоди-

ческий

период

млн.

км

а.е. градусы сут

Меркурий 57.9 0.3871 0.2056 7.004 87.97 сут 115.9

Венера 108.2 0.7233 0.0068 3.394 224.70 сут 583.9

Земля 149.6 1.0000 0.0167 0.000 365.26 сут –

Марс 227.9 1.5237 0.0934 1.850 686.98 сут 780.0

Юпитер 778.3 5.2028 0.0483 1.308 11.862 лет 398.9

Сатурн 1429.4 9.5388 0.0560 2.488 29.458 лет 378.1

Уран 2871.0 19.1914 0.0461 0.774 84.01 лет 369.7

Нептун 4504.3 30.0611 0.0097 1.774 164.79 лет 367.5

A.7. Физические характеристики Солнца и планет

Планета Масса Радиус Плот-

ность

Период

вращения

вокруг оси

Наклон

экватора

к плос-

кости

орбиты

Гео-

мет-

рич.

альбе-

до

Вид.

звезд-

ная

вели-

чина∗

кг массы

Земли

км ради-

усы

Зем-

ли

г·см−3 градусы

Солнце 1.989·1030 332946 695500 108.97 1.41 25.380 сут 7.25 – −26.8m

Меркурий 3.302 · 1023 0.05271 2439.7 0.3825 5.42 58.646 сут 0.00 0.10 −0.1

Венера 4.869 · 1024 0.81476 6051.8 0.9488 5.20 243.019 сут† 177.36 0.65 −4.4m

Земля 5.974 · 1024 1.00000 6378.1 1.0000 5.52 23.934 час 23.45 0.37 –

Марс 6.419 · 1023 0.10745 3397.2 0.5326 3.93 24.623 час 25.19 0.15 −2.0m

Юпитер 1.899 · 1027 317.94 71492 11.209 1.33 9.924 час 3.13 0.52 −2.7m

Сатурн 5.685 · 1026 95.181 60268 9.4494 0.69 10.656 час 25.33 0.47 0.4m

Уран 8.683 · 1025 14.535 25559 4.0073 1.32 17.24 час† 97.86 0.51 5.7m

Нептун 1.024 · 1026 17.135 24746 3.8799 1.64 16.11 час 28.31 0.41 7.8m

∗ для наибольшей элонгации Меркурия и Венеры и среднего противостояния внешних планет;
† – обратное вращение.
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A.8. Характеристики некоторых спутников планет

Спутник Масса Радиус Плот-

ность

Радиус

орбиты

Период

обраще-

ния

Гео-

мет-

рич.

аль-

бедо

Вид.

звезд-

ная

вели-

чина∗

кг км г·см−3 км сут

Земля

Луна 7.348 · 1022 1738 3.34 384400 27.32166 0.12 −12.7

Марс

Фобос 1.08 · 1016 ∼ 10 2.0 9380 0.31910 0.06 11.3

Деймос 1.8 · 1015 ∼ 6 1.7 23460 1.26244 0.07 12.4

Юпитер

Ио 8.94 · 1022 1815 3.55 421800 1.769138 0.61 5.0

Европа 4.8 · 1022 1569 3.01 671100 3.551181 0.64 5.3

Ганимед 1.48 · 1023 2631 1.94 1070400 7.154553 0.42 4.6

Каллисто 1.08 · 1023 2400 1.86 1882800 16.68902 0.20 5.7

Сатурн

Тефия 7.55 · 1020 530 1.21 294660 1.887802 0.9 10.2

Диона 1.05 · 1021 560 1.43 377400 2.736915 0.7 10.4

Рея 2.49 · 1021 765 1.33 527040 4.517500 0.7 9.7

Титан 1.35 · 1023 2575 1.88 1221850 15.94542 0.21 8.2

Япет 1.88 · 1021 730 1.21 3560800 79.33018 0.20 ∼ 11.0

Уран

Миранда 6.33 · 1019 235.8 1.15 129900 1.413479 0.27 16.3

Ариэль 1.7 · 1021 578.9 1.56 190900 2.520379 0.34 14.2

Умбриэль 1.27 · 1021 584.7 1.52 266000 4.144177 0.18 14.8

Титания 3.49 · 1021 788.9 1.70 436300 8.705872 0.27 13.7

Оберон 3.03 · 1021 761.4 1.64 583500 13.46324 0.24 13.9

Нептун

Тритон 2.14 · 1022 1350 2.07 354800 5.87685† 0.7 13.5

∗ – для полнолуния или среднего противостояния внешних планет;
† – обратное вращение.
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A.9. Диаграмма видимого годичного движения Солнца
по эклиптике и график для уравнения времени

Солнце

Земля

12.03

19.04

Рыбы

Овен

14.05

16.02 Водолей

Козерог

20.01

Телец

20.06

Близнецы

21.07

Рак

10.08
16.09 Лев

Дева

31.10

Весы

23.11

Скорпион

30.11

Змееносец

18.12

Стрелец

24 д
2
5

д

3
7

д

3
1

д
20

д

37 д

45 д
2
3

д

7 д

1
8

д
38 д

3
2

д
28 д

Рис. A.1. Диаграмма видимого годичного движения Солнца по эклиптике.

h
,

м
и

н

0

+4

+8

+12

+16

-4

-8

-12

-16

1 16 31 15 2 17 1 16 1 16 31 15 30 15 30 14 29 13 28 13 28 12 1227 27

Янв. Фев. Март Апр. Май Июнь Июль Авг. Сент. Окт. Нояб. Дек.

1

2

3

Дата

Месяц

Рис. A.2. График уравнения времени: 1 – уравнение времени, 2 – уравнение центра, 3 –
уравнение от наклона эклиптики.
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A.10. Некоторые характеристики звезд

Болометрические поправки ∆Mb

∆Mb

Спектр ∆Mb Спектр Гл. последо-
вательность

Гиганты Сверхгиганты

B0 – 2.70 F5 – 0.04 – 0.08 – 0.12
B5 – 1.58 F8 – 0.05 – 0.17 – 0.28
A0 – 0.72 G0 – 0.06 – 0.25 – 0.42
A5 – 0.31 G2 – 0.07 – 0.31 – 0.52
F0 – 0.09 G5 – 0.10 – 0.39 – 0.65
F2 – 0.04 G8 – 0.10 – 0.47 – 0.80

K0 – 0.11 – 0.54 – 0.93
K2 – 0.15 – 0.72 – 1.20
K3 – 0.31 – 0.89 – 1.35
K4 – 0.55 – 1.11 – 1.56
K5 – 0.85 – 1.35 – 1.86
M0 – 1.43 – 1.55 – 2.2
M1 – 1.70 – 1.72 – 2.6
M2 – 2.03 – 1.95 – 3.0
M3 – 2.35 – 2.26 – 3.6
M4 – 2.7 – 2.72 – 3.8
M5 – 3.1 – 3.4 – 4.0
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Рис. А.3. Диаграмма Герцшпрунга-Рассела.
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Рис. А.4. Таблица Менделеева.
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